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OBSERVACIONES AL ALUMNO 

Al comienzo de cada texto encontrará lo siguiente. 

1. UNA PRESENTACION DE NUESTROS OBJETIVOS en la unidad, la cual puede usar para comprobar si ha completado el 
curso satisfactoriamente. 

2. UN DIAGRAMA ESTRUCTURAL que le muestra cómo están relacionadas las diferentes secciones de la unidad. El diagrama 
consta de: 
a) cuadros rojos que muestran la secuencia principal. 
b) cuadros negros punteados (a la izquierda del rojo) que le muestran lo que esperamos ya sepa antes de fijarse un estudio 

detallado. 

e) cuadros negros (a la derecha del rojo) que le ayudan a escoger temas que puede posponer u omitir si tiene >0co tiempo. 

3. UN GLOSARIO de las definiciones, notaciones, etc., usadas en la unidad como referencia inmediata. 

4. UNA BIBLIOGRAFIA de los libros que puede consultar cuando haya acabado el trabajo de la unidad. 

5. CONCLUSIONES Y RESUMEN del trabajo realizado al final de cada texto. 


NUMERACION E INDICADORES 

Dentro de cualquier sección nos referimos a los temas por medio de un número. Al referirnos al mismo tema en otra sección, citamos 
cuatro números: número de la unidad, número del capítulo o parte, número de sección y número del tema. Por ejemplo, “Ecuación 3” 
si aparece en la misma sección, y “Ecuación 4.3.1.3”, si está en otra sección. Los tres primeros números se citan en la parte superior 
de la página. Creemos que este es un sistema claro y fácil para consultar cualquier tema. Los indicadores serán una guía valiosa 
y le ahorrarán tiempo. 

En la margen derecha del texto hemos tratado de indicar la clase del material. Los términos usados son tan claros que no necesitan 
explicación. Por ejemplo, “Discusión” significa que una vez que haya entendido el tema, no necesita de nuevo recurrir a esta parte 
del texto. Estos INDICADORES tienen por objeto ayudarlo a localizar rápidamente las partes importantes cuando esté repasando 
o tenga que omitir parte del texto por falta de tiempo. 

También hemos tratado de indicar la importancia de los temas por el sistema de estrellas. 

***x* Esto es muy importante. Usted debe entenderlo claramente. En algunos casos lo usará con tanta frecuencia, que se familiari- 
zará con ello sin necesidad de memorizarlo deliberadamente. El punto principal de este curso es no aprenderse los datos de me- 
moria; nosotros creemos que es más importante que entienda el trabajo y sea capaz de aplicarlo en la solución de los problemas. 
** Este es de menor importancia, pero tiene material al cual nos referiremos más adelante. 

* Esto generalmente no lo guía a trabajos adicionales en este curso y lo puede omitir si tiene poco tiempo. 

M Indica el final de cada ejemplo, ejercicio o solución. 


Objetivos 


El propósito fundamental de esta unidad es el de presentar las funcio- 
nes a partir del mismo conjunto de números complejos. 


Después de trabajar en esta unidad usted debe estar capacitado para: 


(i) definir la función exponencial compleja y familiarizarse con algu- 
nas de sus propiedades elementales; 
(1i) encontrar la imagen de un conjunto dado en el plano complejo 
bajo una función elemental dada; 
(iii) demostrar que el conjunto de todos los círculos y líneas rectas es 
invariante bajo una función bilineal; 
(iv) encontrar puntos invariantes y conjuntos bajo una función ele- 
mental dada; 
(v) expresar una función compleja como una composición de funcio- 
nes elementales; 
(vi) encontrar las raíces de la ecuación 2” = 1; 
(vii) resolver una ecuación dada con raíces n-ésimas. 
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Composición de 
funciones complejas 


29.3.2 


Glosario 


CONJUNTO 
INVARIANTE 


ELEMENTO 
INVARIANTE 


FORMULA DE EULER 


FUNCION /APLICACION 
COMPLEJA 


FUNCION BILINEAL 


FUNCION DE 
JOUKOWSKI 


FUNCION 
EXPONENCIAL 


INVERSION 
GEOMETRICA 


PUNTOS INVERSOS 


TEOREMA DE 
DE MOIVRE 


vi 


Un conjunto invariante por una función f es 
un subconjunto A del dominio de f tal que 


fla) = A 


Un elemento invariante por una función f 
es un elemento a del dominio de f tal que 


fla) = a 
La fórmula de Euler es 
elY = cos y + 1 sen y 


Una función /aplicación compleja es una fun- 
ción /aplicación con dominio y codominio C 
o subconjuntos de C. 


Una función bilineal es una función compleja 
de la forma 


—d 


az+b 
- zEC,zA—|, 
C 


cz +d 


donde a, b, c, d, son números complejos tales 
que ad — bc A 0. 


La función de Joukowski es la función com- 
pleja definida por 
(26C,z 40) 


La función exponencial compleja es 
exp:z-——e*(cos y + ¡ sen y) (ze C), 
donde z es el número complejo x + ly. 
La función 
PR 
donde P, Q son puntos inversos con respecto 


a un círculo, se llama inversión geométrica 
respecto al círculo. 


Los puntos P, Q son puntos inversos respec- 
to a un círculo con centro A y radio a, si los 
puntos A, P y Q son colineales y AQ X AP 
= a?, ' 


Un caso especial del teorema de De Moivre 
establece que 
(cos0 + ¿ sen)” = cosn0 + ¿sennó, 


donde n € Z+. 
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Notación 


Los símbolos se presentan en el orden en que aparecen en el texto. 


S 


exp 


La operación sobre el conjunto de coordenadas cartesia- 
nas que corresponde a la multiplicación sobre el conjunto 
de coordenadas polares. 


El conjunto de números complejos. 


El número complejo x + ¿y. Las coordenadas polares de z 
se escriben usualmente (r, 0). 


El conjunto C sin el elemento cero. 

La función exponencial compleja: 
exp:z=——>e*(cos y + ¡ sen y) (ze C), 

donde 2 = x + ly. 

El módulo de E 

El complejo conjugado de 2. 


La imagen de 2 = x + ly por una aplicación compleja par- 
ticular. Las coordenadas polares de w se escriben (p, 4). 


La aplicación varios a uno que trasforma coordenadas po- 
lares en las correspondientes coordenadas cartesianas. 
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29.0 INTRODUCCION 


En esta unidad se repite la historia de los números complejos que fue 
dada en la Unidad 27, Números complejos I. Tal unidad se dedicó 
principalmente a la construcción de una estructura algebraica intro- 
duciendo operaciones binarias adicionales en el espacio vectorial de 
pares ordenados de números reales. Esta operación binaria la llama- 
mos “multiplicación” y fue definida en términos de pares de números 
reales por: 


(X1,Y1) Q (X2, Y2) = (X1X2 — Y1Y2,Y1X2 + X1J2). 


Introdujimos la notación (x, y) = x + ly, que es muy usual ya que 
nos permite trabajar con la regla de multiplicación, aparentemente 
complicada, sin tener que recordar la fórmula anterior; con esta nota- 
ción simplemente usamos las reglas de adición y multiplicación como 
en el álgebra de números reales, donde ¿? lo remplazamos por —1, 
así que 


X1X2 + Py,y2 + 1y1X2 + ix1)2 


(x, + iy1)(X, + iy2) 
(x1X2 — Y1Y2) + (y1X2 + X1)2). 


El conjunto de todos los elementos x + ¿y lo llamamos conjunto de 
números complejos y lo denotamos por C. En la Unidad 27 vimos que 
existe un subconjunto de C que es isomorfo a R (para la adición y la 
multiplicación) bajo la adición y la multiplicación. Así, por un peque- 
ño abuso del lenguaje, podemos referirnos a R como un subconjunto 
de C (también podemos decir que C contiene una “copia” de R). 


En las Secciones 29.1-4 de este texto concentraremos la atención so- 
bre funciones de C a C frecuentemente llamadas funciones complejas 
y, en particular, como funciones tales, se pueden representar gráfica- 
mente. Es posible definir formas complejas de las bien conocidas fun- 
ciones elementales exp, sen, cos, tan, ln, etc., que se reducen a su 
forma real cuando su dominio se restringe a R, como subconjunto de 
C. En la Sección 29.5 definiremos y discutiremos las raíces cuadra- 
das y las raíces n-ésimas de un número complejo. Discutiremos la 
aplicación de la raíz n-ésima y trataremos la proposición de la Sec- 
ción 27.5 de la Unidad 27 que afirma que todo polinomio de grado n 
tiene exactamente n raíces complejas. 


El propósito de un curso básico no es “hacer todas las cosas”, nues- 
tro principal objetivo es mostrar a usted que los temas existen des- 
cribiendo algunos de sus conceptos básicos, para así abrir campo a 
estudios posteriores. En esta unidad no haremos más que introdu- 
cir la función exponencial y discutir algunos ejemplos simples de fun- 
ciones y aplicaciones complejas. 


MB 29.0 


29.0 


Introducción 
* * 


29.1 LA FUNCION EXPONENCIAL 
29.1.0 Introducción 


La definición de multiplicación en C tiene una interpretación natural 
en términos de las nociones geométricas de escalas y rotaciones. El 
sistema de coordenadas polares es muy útil en este contexto ya que 
la multiplicación de números complejos en forma polar es particular- 
mente fácil. Para ilustrar esta proposición revisaremos el resultado 
discutido en la Unidad 27 y que usaremos en esta unidad. Supuesto 
que tomamos un número complejo 2 = x + ¿y con coordenadas pola- 
res* (r, 0). Asíque 2 = x + ly =rco0s 0 + ir sen 0; entonces sabemos 
que, para cualquier entero positivo n, 2” corresponde a las coordena- 
das polares (r”, n6). En otras palabras, 


z"” = r"cosmÚ0 + ir” sen n0 
= r'(cos nO + i sen n0). 
Pero sabemos que 


n 


z 


(rcos O + ir sen 0)" 
= r'(cos 0 + i sen 0) 
y entonces 
cos nO + ¡sen n0 = (cos O + i sen 0). 


Este resultado es un caso especial del teorema de De Moivre que usa- 
remos en la definición de la función exponencial compleja. 


29.1.1 Extensión del dominio 


Usted recordará que en la Unidad 7, Sucesiones y límites I definimos 
la función exponencial con dominio R; nuestro objetivo ahora es ex- 
tender el dominio de la función exponencial a C. Usted también re- 
cordará que exp x se puede escribir como e* (donde e = 2,71828). 


Obviamente la función exponencial extendida es 
ZA FeXp z (26 C) 

debe coincidir con la función original 
XE——EXD Y (xe R) 


cuando el dominio se restringe a R. Pero esto no es guía suficiente 
para sugerir una definición de exp z, así que deberemos especificar 
algunas de las propiedades de exp x similares a las que cumplirá exp z. 


Desafortunadamente una introducción obvia no es posible. En la 
Unidad 7 definimos la función exponencial por 


k 
exp: x—— lim (1 + (xeR y keZ*) 


kgrande 


*Ahora usaremos paréntesis negros para las coordenadas polares, como es usual en la 
literatura matemática. Claramente del contexto se puede deducir qué sistema de 
coordenadas se usa. 


2 
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29.1.0 


Introducción 
* 


29.1.1 


Tema principal 
k + $ 


Pero no hemos definido límites en el contexto de los números comple- 
jos (sin embargo podremos hacerlo), así que no podemos definir la 
función exponencial compleja por 


kgrande 


k 
exp: ——> km 1 + (zeC y keZ?”), 


sin embargo, si damos un significado apropiado al concepto de límite 
podremos dar una definición satisfactoria. 


En la Unidad 12, Diferenciación I, encontramos una propiedad carac- 
terística de la función exponencial: 
(exp) = exp. 
Pero desafortunadamente no tenemos la definición de la función de- 
rivada de una función compleja (sin embargo, tendremos tal defini- 
ción). 
En la Unidad 14, Sucesiones y límites II, encontramos una serie con- 
vergente para la función exponencial 
2 3 
ye. al 
expx=l+x+ + —=+-.- (x€R). 
Sl 
Pero no tenemos definida la convergencia de series infinitas de com- 
plejos (sin embargo tendremos tal definición), así no podemos rem- 


plazar x por 2 y R por C para obtener una definición de la función 
exponencial compleja. 


Hemos hecho la referencia anterior porque necesitamos ideas auxi- 
liares y cada una de estas tres posibilidades para una definición nos 
dará una definición satisfactoria que podríamos adoptar, pero no po- 
demos hacerlo de acuerdo con las observaciones hechas. 


En la Unidad 7 discutimos una propiedad muy importante de la fun- 
ción exponencial. 


eXp(x, + X2) = €Xpx;, X €xp Xx (x1,x2€R), 


es decir, la función exponencial real es un morfismo (isomorfismo) 
de (R, +) a (R*, Xx). Convendremos en mantener esta propiedad para 
comenzar. Es decir, la función exponencial compleja debe cumplir 


exp (z, + Z7) = exp Zz;, exp Z, (z,,2,€C). 


Esto significa que la función exponencial es un morfismo (tal vez no 
es un isomorfismo) de (C, +) a (C,, S) donde C, es un subconjun- 
to, no determinado de C, y US) es el símbolo usado en la Unidad 27 pa- 
ra la multiplicación entre complejos. 


Hay algunas consecuencias inmediatas. Si 
a=x y z=iy (yeR); 

entonces, 
exp (x + iy) = exp x exp (iy), 

así, para cualquier número complejo z, sabemos que 
exp z = e* exp (iy). 


Podemos ver que exp z está formado por dos partes, una es el núme- 
ro real e*. El problema ahora es lograr una definición apropiada de 
exp (y), que investigamos más adelante. 
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Suponemos que exp 2 es un número complejo, por tanto podemos es- 
cribir 
exp (iy) = £(y) + ig(»), 
donde f y g son funciones reales. 
Ahora, si n es un entero positivo, entonces 
exp (iny) = (exp (iy)), 
repitiendo la propiedad de morfismo de modo que 
F(ny) + ig(ny) = (10) + ig)”. 


Comparando esto con el caso especial del teorema de De Moivre de 
la Sección 29.1.0: 


cos n0 + ¡sen n6 = (cos O + ¡sen 9)”, 


Esta sugerencia es clara pero no hay “prueba” para la conclusión. 
Así que definimos 


exp (iy) = cos y + iseny (yeR). 
Así definimos la función exponencial compleja por 
exp:x + ¡y-——e*(cos y + ¡sen y) (x +iyeC). 
Lo primero que debemos comprobar es que la función exponencial 


compleja se reduce a la función exponencial real cuando el dominio 
se restringe a R. Esto se logra cuando y = 0, entonces 


exp (x + 10) = e*(cos 0 + ¡isen0), 
así que 
exp x = e”. 
Vemos que esta función tiene algunas de las propiedades deseadas 


como extensión de la función exponencial real. Cuando tomamos el 
cálculo diferencial complejo debemos poder verificar. 


(2¿==*exp 2) = (2:—+exp:2), 


, 


(donde usamos ' para indicar la función derivada). 


Para mantener la consistencia con la función exponencial real, to- 
mamos 


ExXpz = ef. 


(Estrictamente hablando, esto no significa “e a la potencia z” y de- 
bemos esperar discusiones futuras en análisis complejo antes que 
podamos dar un tratamiento adecuado de números elevados a núme- 
ros complejos. Encontramos que esta notación para la función expo- 
nencial es consistente con la nótación de potencias). 


La ecuación 
exp (iy) = cos y + ¡sen y 
e” = cos y + iseny 
se conoce como la fórmula de Euler. 


Existe en matemáticas una particularidad interesante. Si ponemos 
y = r en la fórmula de Euler, entonces tenemos 


e" = (cosr + ¡sen 1)= —1, 


MB 29.1.1 


Definición 1 
h * * 


Definición 2 
R * + 


así que 

er+41=0. 
Esta ecuación contiene cinco de los números más importantes en la 
historia de la matemática en una bonita fórmula: e, ¿, ”, 1 y 0. Po- 
dríamos dedicar un curso de una unidad a cada uno de ellos. 


Es importante notar que la función exponencial compleja determina 
relaciones entre un número complejo 2 = x + ly y las coordenadas 
polares correspondientes (r, 0). Sabemos que 


x= FCosi0. 


y = rsenó, 

así que 
z = r(cosÓ0 + ¡sen0); 

Usando la fórmula de Euler podemos escribir 
z=reP, 


Usaremos a 2 como una abreviatura de las diferentes formas de es- 
cribir un número complejo: (x, y), x + ly, (r, 0), r(cos 9 + ¡ sen 0) y 
re'”. No debe haber confusión para cada una de estas representacio- 
nes, todas se refieren a un mismo punto z en el plano complejo. 


Nótese que la multiplicación de un número complejo por e'” (para 
cualquier número real «) tiene el efecto de rotar el vector en direc- 
ción contraria al movimiento de las agujas del reloj, alrededor del ori- 
gen un ángulo «a; en otras palabras, aumenta el argumento del núme- 
ro complejo en « por 

ez ES regio, 


e pela + ol: 


r(cos (a + 0) + ¡sen(a + 0)). 
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Ejercicio 1 

(i) Mostrar que si z = e, entonces Z =e 
(ii) Mostrar que |e'”| = 1 para todo número real 0. 
(iii) Mostrar que Je? = e*. 
(iv) Mostrar que e*+'2% = e? para todo número complejo z. 

(v) Encontrar el conjunto de los números complejos z tales que e? = 1. 


-i0 


(SUGERENCIA: Usted puede encontrar ayuda en el sumario al final 
de la Sección 27.4.2 de la Unidad 27.) E 


Ejercicio 2 


Mostrar que si 


gar?  rÉo, 


entonces 
1 En 1 io 
z TP [eel 


Ejercicio 3 
(i) La función exponencial compleja es un isomorfismo o un homo- 


morfismo de (C, +) a (C,, OM)? 
(ii) ¿Cuál es la imagen del conjunto C¡? 


(SUGERENCIA: Puede usar algunos de los resultados del ejercicio 1.) 
Ex 


29.2 REPRESENTACION DE FUNCIONES 
COMPLEJAS 


29.2.0 Introducción 

En la sección anterior mostramos en un caso particular, cómo pode- 
mos extender la definición de una función real para obtener una fun- 
ción compleja. Logrando la función compleja necesitamos examinar 
algunas de sus propiedades. Esto lo hicimos para la función exponen- 
cial en los ejercicios usando únicamente métodos algebraicos. En uni- 
dades anteriores cuando teníamos una función real en particular, una 
de las primeras cosas que hacíamos era dibujar su gráfica. Ahora in- 
vestigaremos qué remplaza a la gráfica cuando tratamos con funciones 
complejas. 


Es común la representación de una función de una variable real por 
un gráfico: 


MB 29.1.1/29.2.0 


Ejercicio 1 
(4 minutos) 


Ejercicio 2 
(3 minutos) 


Ejercicio 3 
(3 minutos) 


'29.2 


29.2.0 


Introducción 
a * 


codominio 


dominio 


También es posible representar una función de dos variables reales 
por una superficie: 


o 
Z 
E 
e] 
h=] 
8 


Representaciones de esta clase son muy útiles porque nos dan una 
idea intuitiva del comportamiento de las funciones. Deseamos un 
procedimiento similar para funciones complejas, pero existe un gran 
problema. Supuesto que tenemos una función $: C ——C. Sabemos 
que C se puede representar por un diagrama de Argand, pero para ob- 
tener una representación de $ similar al gráfico de una función real 
necesitamos dos copias de C, una para el dominio de ¿ y la otra para 
el codominio. Una extensión directa de la gráfica solamente sería po- 
sible para un habitante de un universo en 4 dimensiones. 


La respuesta es extender el diagrama que usamos previamente para 
funciones de una variable real, por ejemplo, la función “cuadrado”: 


x—x? : (xeR) 


dominio codominio 


En este diagrama el dominio y el codominio están separados e indica- 
mos los puntos correspondientes en los dos conjuntos. Para funciones 
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(continúa en la página 9) 


Solución 29.1.1.1 


() 


(11) 


(111) 


(iv) 


(v) 


Si 
z=co0s0 + ¡sen0, 
entonces 
z=c0sÓ — ¡senQ 
= cos (—0) + ¡sen (—0) 
i(—0) 
Usamos la propiedad: 
I21? = zz. 
[e? = (cos 0 + isen0)(cos O — ¡sen0), 
= cos*0 +sen?0 = 1; 
de donde 
le**] = 1, 
ya que el módulo de un número complejo es no negativo. 
let] = [ero 
= |e*e!!] 
= er110*, 


De (ii), le*Y] = 1, y como |e*] = e*, tenemos 


es +i2r SS etpi?n 


La multiplicación por e'?” corresponde a una rotación alrededor 
del origen de un ángulo de 27 radianes en dirección contraria al 
movimiento de las agujas del reloj y esto demuestra el resultado. 
Nótese también que 

el? = cos 21 + isen2r = 1 
así que 
¡2n 


es +i2n = ele 


=€?. 

Si e? =1 y 2 = x + ly, entonces 
e*(cos y + ¡seny) = 1. 

Así, 


e*cos y = 1 (a) 


e"seny=0 (b) 
De (b) obtenemos y =n",n € Z, y sustituyendo en (a) obtenemos 
e = bl. 


Pero x es un real y no existe un real x tal que e* = —1, así que 
e* = +1. Por tanto, 


x= 0. 


MB 29.1.1 


Solución 29.1.1.1 


De (a), se sigue que 
cos y = 1, 
si n es par. 
Finalmente, 
z =2kr, keZ, 
y, encontramos lo que se deseaba, el conjunto solución correspon- 
de al conjunto de rotaciones alrededor del origen y en múltiplos 


de 27 en el sentido contrario al movimiento de las agujas del 
reloj. a 


Solución 29.1.1.2 


(e| Le = eltg— 10 


= (cos O + ¡sen O)(cos (— 6) + i sen (—0)) 
= (cos O + ¡sen 0)(cos O — ¡sen 0) 
= 1, 


, ¿ Mos 
Si z = re%, se sigue que - =-e"*, 7 
z e 


Solución 29.1.1.3 


(1) 


(ii) 


Como un resultado del ejercicio 1, en su parte (iv), podemos con- 
cluir que la función exponencial compleja es varios a uno. Por 
tanto es un homomorfismo, contrario a la función exponencial 
real que es un isomorfismo. 


Por definición, 
e* = e* (cos y + ¡sen )). 
Por tanto, e? se puede escribir en coordenadas polares por (e*, y). 


(El módulo de e* es e*, véase el ejercicio 1 parte (iii), y así y es 
un elemento de arg (e?).) 


Ahora e* puede ser cualquier número positivo y y puede ser cual- 
quier número real, y todas las imágenes posibles de y toman valo- 
res en el intervalo [0,27 [. Así (e*, y) pueden ser las coordenadas 
polares de cualquier punto en el plano excepto (0,0). Por tanto el 
conjunto imagen C;, es C sin el elemento cero. pl 


(continuación de la página 7) 


complejas tenemos dos diagramas de Argand, uno para el dominio y 
otro para el codominio. 


dominio codominio 
. la función $ 
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Solución 29.1.1.2 


Solución 29.1.1.3 


Cada punto en el dominio se trasformará a un punto correspondiente 
en el codominio por la función compleja $4 e indicamos los puntos co- 
rrespondientes sobre dos diagramas de Argand. 


Usted puede encontrar un poco difícil esta representación de funcio- 
nes complejas pero una vez que haga unos pocos diagramas y los use 
para analizar funciones simples encontrará que este método es muy 
útil. En la siguiente sección consideraremos un ejemplo simple: la 
función “cuadrado”. 


29.2.1 La función “cuadrado” 


Como un ejemplo de la representación de una función compleja, exa- 
minamos los puntos y sus imágenes por la función “cuadrado”: 


zH— 2? (ze C): 


Es útil llamar 2 = x + 1y la variable en el dominio, y w =u + iv la va- 
riable correspondiente en el codeminio, y por tanto en este caso tene- 
mos 


w=z? (ze C). 


El dominio y el codominio se refieren usualmente como en el 2-plano 
yw-plano, respectivamente. 


Para obtener una idea intuitiva de la función “cuadrado” representa- 
mos en la gráfica varios puntos y sus respectivas imágenes; por ejem- 
plo, 

Siz= 1, entonces w = 1, 


Siz=2 +1, entonces w = 3 + 4i. 


Puntos aislados no son suficientes para observar el comportamiento 
de la función, pero si consideramos la imagen de un conjunto de pun- 
tos, podremos ver con más claridad las propiedades de la función. 
Por ejemplo: ¿Cuál es la imagen del conjunto de puntos situados en 
el semi-eje positivo real del 2-plano? 


El semi-eje positivo real del z-plano es el conjunto | (x, 0): x > 0| y 
como w = 2? sabemos que en el conjunto imagen 


w =u + 0 =(x + 10)? = x?. 
Por tanto el conjunto imagen es el conjunto de puntos para los cuales 
u es positivo y v = 0, es decir | (u, 0):u > 0], el semi-eje positivo real 


del w-plano. 
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29.2.1 


Tema principal 
* * 


2. 
e...” 
=- => 


3 z-plano w-plano 


Ahora examinamos la imagen de un semicírculo en el semiplano su- 
perior con centro en el origen y radio 1. Este conjunto se especifica 
más fácilmente en términos de coordenadas polares; es el conjunto de 
números complejos tales que, sus coordenadas polares pertenecen al 
conjunto 


[(r,0):r =1,0<0<x). 


Como la función “cuadrado” también se puede representar en térmi- 
nos de coordenadas polares: 


(r, 0) — (7? 20), 


vemos que es mejor trabajar completamente en este sistema. Entonces . 


[(r,0):r = 1,0 <0 < 13——((r,0):r = 12,0 < 0 < 21), 


así la imagen del semicírculo en el 2-plano es un círculo completo en 
el w-plano. 


Podemos obtener información útil al mirar la imagen de regiones en 
el dominio. Por ejemplo, consideremos el conjunto de números com- 
plejos especificado por 


([(r,0):1<r<2,0<0<m), 


que representa una región anular. Cada punto determinado por (r, 0) 
en el dominio se trasforma en (r?, 20) por la función cuadrado, así 
la imagen del conjunto es el conjunto de números complejos 


((1,0):1<r<4,0<0<2n). 


1 


MB 29.2.1 


Este conjunto de números complejos se puede expresar por 


(2:1 <lal < 4). 


Ejercicio 1 
Dibujar la imagen del segmento 
(z:l <y<2,x=0) 


porla función “cuadrado”. ES 


29.2.2 Representación de funciones complejas 


Usted puede encontrar difícil ver cómo se determina la imagen de un 
conjunto por una función en particular. Algunas veces geométricamen- 
te es fácil, ayudados o no de algunos cálculos algebraicos, como en el 
caso de la función “cuadrado”, pero a menudo nos vemos forzados a 
usar métodos algebraicos, interpretando los resultados para luego lo- 
grar el diagrama geométrico. 


Supuesto. que tenemos una función 
PSzZH——M (ze C). 


Un conjunto en el dominio se obtiene con alguna restricción de los va- 
lores de z y bajo la función F este se convierte en una restricción de 
los valores de w, y así obtenemos el conjunto en el codominio. Pasan- 
do esto a un diagrama, obtenemos: 


una restricción 
“sobre los 


determina un conjunto en 
— —_ ——> 


valores de 2 el dominio de F 


una restricción 
sobre los 


el conjunto 
correspondiente en 
el codominio 


determina 


valores de w 


Por ejemplo: ¿Cuál es la imagen de un círculo de radio unidad y cen- 
tro en el origen, por la función 


l+z 
l=z 


z (z6C,z A 1)? 


El círculo está determinado por la ecuación 
Id] =1 2% 1, 


y esta es la restricción para 2. (Nótese que no es el círculo completo 
ya que no se ha incluido el valor z = 1 en el dominio de la función.) 


Ponemos 
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Ejercicio 1 
(3 minutos) 


29.2.2 


Discusión 
*.or 


así que 
wW=zw=1+2z 
y entonces 


w-=l 


Z7= wxS-_1 
w+l 


Podemos ahora sustituir a 2 en la ecuación que representa la restric- 
ción, para obtener 


w=1 
w+l 


<= wA-—l, 


y esta es una restricción para los valores de w en el codominio. Lo 
único que resta es dar una interpretación geométrica de este conjun- 
to. Si reordenamos la ecuación obtenemos 


w-1|=|w+1] wx-—1. 


Sabemos* que |w — al expresa la distancia de w a a. Podemos leer esta 
ecuación en la forma 


“La distancia de w a 1 es igual a la distancia de w a —1, donde 
wx -—1”, 


Los puntos equidistantes de 1 y —1 están sobre la perpendicular le- 
vantada en el punto medio del segmento que une a 1 con —1, que es 
el eje imaginario. (La condición w 4 —1 no excluye puntos de tal con- 
junto.) 


Nótese que fue necesario calcular a 2 en términos de w, lo que corres- 
ponde a calcular la función inversa. En el ejemplo la función es uno 
a uno, pero en otros casos el cálculo no es tan directo. Por ejemplo, 
en la función “cuadrado” esta técnica no es efectiva ya que la fun- 
ción es varios a uno. 


*Unidad 27, Números complejos I, Sección 27.4.5. 


MB 29.2.2 


(continúa en la página 14) 


Solución 29.2.1.1 
Tenemos que 


z=iy donde l < y <2, 


es decir 


w 


Il 
S 
+ 
= 


donde 
u=-y y 9.=0; 
Así, el conjunto imagen es 


[(u, 0): -4<u< —1). 


En este diagrama el dominio y 
el codominio están superpuestos. 


(continuación de la página 13) 


Existe un punto que no se ha explicado hasta el momento en esta dis- 
*cusión y quedará mejor explicado en términos del ejemplo que tene- 
mos en consideración. 


Sabemos que todo punto en el círculo unidad (excepto el punto z = 1) 
en el z-plano se trasforma en un punto del eje imaginario de w-plano. 
Esto lo podemos expresar por 


El =L z2X41= |w- 1|=]|w + 1], wA-—l 
== m=0) 
donde w = u + iv. 


Pero no hemos verificado que la imagen del círculo unidad sea todo el 
eje imaginario, es decir, 


u=0=l]=1, y z%1. 
La intuición nos sugiere que esto se cumple pero la intuición puede 
ser muy engañosa cuando tratamos con funciones complejas. También, 


en este caso particular existe un hueco en el círculo unidad en z = 1. 
Esto no es muy difícil de verificar; tenemos 


wAH-— il; 


MB 29.2.1/29.2.2 


Solución 29.2.1.1 


tomando u = 0, tenemos 


ad. 


Zz= 
lo +1 
usando la igualdad |w,| X |w2| = |w,w2| con w, =iv-— 1 y wz = 
- , Obtenemos 
lo+1 
v? +1 
dl. 1 
E | 


Así todo punto para el cual u = 0, proviene de un punto tal que 2] =1. 


En el programa de televisión asociado con esta unidad, ilustramos es- 
ta última proposición usando una película de dibujos animados lo- 
grada con un computador (animación computada). Cuando un punto 
recorre un conjunto dado en el dominio, vemos cómo el punto corres- 
pondiente recorre el conjunto imagen en el codominio. Esta es una de 
las ventajas de la exhibición de funciones por medio de una animación 
computada. Otro punto importante a observar en la animación compu- 
tada es ver cómo mientras un punto en el dominio se mueve con velo- 
cidad uniforme, el punto imagen en el codominio aumenta o disminuye 
su velocidad. Esto ilustra muy claramente la forma en que subcon- 
juntos del dominio corresponden a subconjuntos del conjunto imagen 
en el codominio. Todo esto es muy difícil de describir en un texto por 
correspondencia, pero damos valor a la cantidad de información vi- 
sual que usted pueda obtener de este método de representación. Si 
ve el programa de televisión antes de leer el texto, le recomendamos 
ver de nuevo el programa (si es posible) poniendo especial atención 
a las animaciones computadas. 


Ejercicio 1 


Encontrar la imagen por la función “cuadrado” de cada uno de los si- 
guientes conjuntos: 


zH— 2? (ze C) 
li) (zx <0, y E R| 
MM) (ax =1yER] 
(iii) (2: x E R, y = 1] 


Ejercicio 2 á 


Encuentre la imagen del círculo de radio uno y centro en el origen por 
la función 


e 0 1 (ze C). E 


29.23 Invarianza 


La primera vez que mencionamos el concepto de invarianza fue en la 
Unidad 23, Algebra Lineal II, Sección 23.1.1. Invarianza es otra de las 
nociones que introducimos en este curso ya que esta ocurre frecuen- 
temente en matemáticas. Algunas veces en matemáticas es interesan- 
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Ejercicio 1 
(4 minutos) 


Ejercicio 2 
(3 minutos) 


29.2.3 


Tema principal 
k * 


(continúa en la página 17) 


MB 29.2.2 
Solución 29.2.2.1 Solución 29.2.2.1 
() 


dominio codominio 


El conjunto imagen es el plano complejo (incluyendo el origen) 
sin el eje real negativo. Esto se puede ver fácilmente si observa- 
mos que la imagen de todo rayo que parte del origen es un rayo 
que parte del origen con el doble de argumento. 


(ii) Si z =x+iy y w=u+ iv, entonces como w = 2?, tenemos 


u=x? - y, 
v = 2xy. 

Si x = 1, entonces 
u=1- y? 
v = 2y. 


Para obtener el conjunto imagen en el w-plano, eliminamos a y de 
las dos ecuaciones, para obtener 


y? 


a? 
que es la ecuación de una parábola. (Si no ve esto fácilmente, le (Véase RB4) 


sugerimos hacer el gráfico y con esto comprobará fácilmente que 
la parábola corresponde a la recta.) 


l-u= 


dominio codominio 


(iii) Si y = 1, entonces 


u=x?*-1, 
D0=:2%, 
así que 
7 
=> 


que es también la ecuación de una parábola.. 


A 


dominio codominio j a 
Solución 29.2.2.2 
Sea w = 22 + 3. Entonces el círculo dado es el conjunto | 2: |z| = 1]. 
Tenemos 
E w-3 
a 
y entonces el conjunto imagen está determinado por la restricción. 
w-—3 
E dÓs 
que se simplifica a 
jw — 3| =2, 


lo que significa que “la distancia de w a 3 es 2, así el conjunto imagen 
es un círculo de centro 3 y radio 2. 


dominio codominio |] 


(continuación de la página 15) 


te y útil ver que no se altera, o es invariante por una función. Por 
ejemplo, la función exponencial real x —>e* (x E R) es invariante 
bajo el operador D de diferenciación. Ya hemos visto varios ejemplos 
de invarianza. En parte del programa de radio correspondiente a es- 
ta unidad será para discutir el tema de invarianza. 


En el contexto de las funciones complejas, puntos y conjuntos de pun- 
tos invariantes serán de gran ayuda en la visualización de funciones. 
Un punto invariante de una función f es un punto a tal que 


fla) = a, 
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Solución 29.2.2.2 


Un conjunto invariante Por una función f es un conjunto A tal que 


FA) = A 
Observe que en este último caso los puntos de A no necesariamente 
son puntos invariantes, es decir no se requiere que 

fía) = a para todo a€ A, 
pero se requiere que 


(f(a):ae A) = A. 


Observe también que como hemos usado dos diagramas de Argand 
para representar funciones complejas, la idea de invarianza se pue- 
de expresar en forma más natural en términos de un solo diagrama, 
es decir, colocamos el codominio sobre el dominio. Por ejemplo, consi- 
deremos la función 


z—>23+1 (ze C), 


que traslada todo punto z una unidad paralela al eje real. Sabemos 
que esta función no tiene puntos invariantes pero sí conjuntos inva- 
riantes. Por ejemplo, toda línea paralela al eje real es invariante. 


dominio _codominio 


Sin embargo cada punto se mueve a un nuevo punto y el conjunto de 
puntos en la línea no se altera. 


Ejercicio 1 
¿Qué puntos son invariantes por las siguientes funciones? 
(1) ZH—=>2 + Zo Ze C (26 C) 
(función traslación) 
(ii) az a real (ze C) 
(función rotación) 
(111) zz kiz k real (26C) 


(función escala) |] 


Ejercicio 2 
Encontrar ejemplos de conjuntos invariantes por las funciones 
(1) ze" a real (26C) 


(11) zH——> kz k real (ze C) A 
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Ejercicio 1 
(3 minutos) 


Ejercicio 2 
(4 minutos) 


Hay dos conjuntos de diferente clase que son invariantes por las tres 
funciones: 


a a EN 
zZ— el%z, 
2; 


y que son particularmente interesantes, tales conjuntos son: 


El conjunto de todos los círculos 


El conjunto de todas las rectas. 


No es difícil ver que la imagen de un círculo debe ser un círculo por 
cada una de tales funciones y lo mismo es verdad para las rectas. Es 
igualmente claro que la unión de tales conjuntos, es decir: 


El conjunto de todos los círculos y rectas 
es también invariante. 
Estamos particularmente interesados en este último conjunto porque 


también es invariante bajo la siguiente función que estudiaremos en 
la siguiente sección. 


¿>? (¿eC,2 40). 


pa 


29.3 LA FUNCION BILINEAL 


29.3.0 Introducción 


En esta sección consideraremos algunas ideas adicionales en la repre- 
sentación de funciones complejas, al considerar con algún detalle la 
función bilineal, es decir, toda función de la forma 


cz+d 


az+b 
——> 
Cc 


2EC, 2. % -9). 


donde a, b, c, d son números complejos tales que ad — bc * 0. La 
razón para que consideremos estas funciones en particular están lejos 
de ser obvias, pero ellas representan una clase de funciones complejas 
muy importante y de “buen comportamiento”. Ellas son un buen ve- 
hículo para continuar la discusión. Si usted está interesado en ellas 
y tiene tiempo puede consultar el libro de R. V. Churchill, Complex 
Numbers and Applications (McGraw-Hill, 1960). 


Comenzamos considerando un caso especial en el cual a =d =0 y 
b=c: 


1 
2 (ze C,z 40). 
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Tema principal 
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29.3.0 


Introducción 
* * 


Definición 1 
+ Y + 


Solución 29.2.3.1 


Consideremos tales funciones usando su representación geométrica. 
Con igual facilidad se podrían tratar algebraicamente. Por ejemplo, si 
en (i) tomamos 


D2=E TH 2h 


concluimos que 2 = 0 y en este caso todo punto es invariante o no 
existen puntos invariantes. 


(i) No existen puntos invariantes, a menos que zo = 0 y en este 
caso todo punto de C es invariante. Todo punto z se traslada a una 
distancia |zo| en una dirección determinada por Arg (20). 

(ii) Si a es múltiplo de 27, entonces todo punto de C es invariante; 
de no ser así, el único punto invariante es el origen. 

(iii) Si k = 1, entonces todo punto de C es invariante; de no ser así, 
el único punto invariante es el origen. a 


Solución 29.2.3.2 


Todo círculo con centro en el origen es invariante por 2 ——e'*z, y toda 
recta que pase por el origen es invariante por z -—— kz. a 


4 1 
29.3.1 La función E 
Notaremos la función 

1 
e (zeC,z 0) 
por $. 
Si usamos la forma 2 = re, entonces 
dominio codominio 


$ se puede interpretar en términos de una trasformación geométrica 
bien conocida. La función que se ilustra en el siguiente diagrama, en 
donde, por ejemplo, P ——Q se llama inversión geométrica respecto 
al círculo de centro A. 


20 


MB 29.2.3/29.3.1 


Solución 29.2.3.1 


Solución 29.2.3.2 


29.3.1 


Tema principal 
k * 


Definición 1 
hh í 


Inversión geométrica 
respecto a un círculo 


P y Q forman un par de puntos inversos respecto al círculo. Tales pun- 
tos tienen la propiedad de que A, P y Q son colineales y AQ + AP = a? 
donde a es el radio del círculo. Es claro que la función es uno a uno y 
que puntos interiores al círculo se trasforman en puntos exteriores al 
círculo y viceversa, excepto para el centro del círculo que no tiene ima- 
gen puesto que no están incluidos en el dominio de la función. Puntos 
sobre el círculo se trasforman en ellos mismos, es decir, son puntos 
invariantes de la trasformación. 


Si miramos ahora la función $, vemos que es muy similar a la inver- 
Le 0% : 1 > 
sión geométrica. Si P representa a z, Q representa a —, A es el origen 
z 


Oya = 1, entonces 


OP x 0Q=|z2| x 


3 
|=1, 
Z 


lo que sugiere una inversión en el círculo unidad con centro en el ori- 
gen. Lo único que causa problema es que O, P y Q no son, en general, 


4 l e , 
colineales, puesto que Arg| - ]= — Argz. Si Py Q' son puntos inversos 
z 
respecto al círculo |z| = 1, entonces Q es la reflexión de Q' en el eje 
real. 
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Definición 2 
$ 


1 E 
Bajo la función $: E tenemos, por ejemplo P ——Q en el 


último diagrama. Así vemos que 


la función z-——>- se puede interpretar como una inversión 


geométrica respecto al círculo de radio unidad y centro en el 
origen, seguida de una reflexión en el eje de x. 


Ejercicio 1 
¿Cuál de los siguientes conjuntos son invariantes por la función 9? 
(i) Una recta que pasa por el origen; 


(ii) Una recta paralela al eje imaginario; 
(iii) Una recta paralela al eje real; 


(iv) El círculo (2: |z| = aj donde a € R*; 
(v) [eló, 10) Ñ 
(vi) je: 1z| <a), donde a ER y a>l. 
a nm 


Ahora investigamos algebraicamente qué le ocurre a círculos y rectas 
bajo el efecto de la función +. Comenzamos con círculos: un círculo 
con radio a, y centro en el punto representado por el número complejo 
a, tiene por ecuación 


Iz — a] =a. 


Podemos escribir esta ecuación en la forma 


(z — a)(Z — a) = a? 


ZZ — AZ — 4Z = 4% — 0%: 


A E 1 
Bajo la función €: z-——- esta se trasforma en 
z 
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Ejercicio 
(3 minutos) 


Tema principal 
hh 


MB 29.3.1 
Ahora, si a? — aa 0, tenemos 
4 A 1 


e =z + 3 - -. 
a? — ar a? — añ a? — a 


Si comparamos esto con la ecuación original del círculo, vemos que es 
la misma, excepto que 


—4 
a se ha remplazado por ——. 
a? — aa 


1 
a? — aa se ha remplazado por ———. 
a? — qa 


Así, en general, la imagen de un círculo es un círculo. 
Sin embargo, existe un caso excepcional: 


2 


a? — ax =0. 


¿Qué hay de especial en este caso? Si aa = la|? y |a| es la distan- 
cia del punto que representa a «a en el origen, entonces 


a—0i=0>a=|al, 


es decir, el círculo |2 — «| = a pasa por el origen. (Y es necesario pre- 
decir este caso, y hacerlo, ya que el origen no pertenece al dominio de 
$. En este caso hay, por así decirlo, un hueco en el círculo original.) 


Cuando a? — ax = 0, la ecuación trasformada es 
l-áz-az=0. 


En el siguiente ejercicio, le preguntaremos la interpretación de esta 


ecuación. 
Ejercicio 2 Ejercicio 2 
co q . ñ p (3 minutos) 
Escribiendo z = x + ly y a =a + ib, determine el conjunto que re- 
presenta la ecuación 
1 - az -az=0. E 
jos a , l A 
Vimos que la imagen de un círculo por $: 2+—+=88-UN círculo o una Tema principal 
e Ue $ A 
recta. Podemos ahora hacer igual investigación para encontrar la ima- 
gen de una recta. Pero con un poco de habilidad no hay necesidad de 
hacer"esto. La función + no solamente es uno a uno, sino que es su. 
propia inversa. Así, si aplicamos a $ dos veces, llegamos al punto de 
partida: 
D(D(Z)) = z. 
Hemos visto que 
$ (un círculo que pasa por el origen) = una recta, 
así que 
un círculo que pasa por el origen = $ (una recta). 
Deseamos ahora conocer qué rectas son las imágenes de círculos que 
pasan por el origen. Esto fue hecho en el ejercicio 2; mostramos que el (continúa en la página 24) 
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Solución 1 


(i) Como el origen es el centro de inversión, cualquier recta que pase 
por el origen se trasforma por la inversión geométrica en otro pun- 
to sobre la misma recta. La reflexión de esta recta en el eje real 
es una recta que pasa por el origen; la reflexión de la recta coinci- 
de con ella si y solo si la recta es el eje real o imaginario. Unica- 
mente los dos ejes son invariantes. 

(ii) Una recta paralela al eje imaginario no es invariante, a menos que 
la recta sea el mismo eje imaginario. 

(iii) Una recta paralela al eje real no es invariante, a menos que la rec- 
ta sea el mismo eje real. 


a ; a ; 1 
(iv) La imagen del conjunto (fz: |z| =aj es el conjunto (aa = Al 
a 


así el único conjunto invariante es el círculo unidad.. 
(v) el y e7i% son imágenes el uno del otro, así el conjunto (e'*, e) 
es invariante. 


(vi) El conjunto es una región anular con centro en el origen; tal con- 
junto es invariante. EE 


Solución 2 


1-3z-az=1- (a -— ibl(x — iy) — (a + ib)(x + iy) 


1 — 2ax + 2by 


así que 


1 
o 


l — az — Qz 
se trasforma en 
2by — 2ax + 1=0, 
que es la ecuación de una recta. bj 


o  —— 


(continuación de la página 23) 


círculo que pasa por el origen, con centro a = a + ib, se trasforma en 
la recta de ecuación. 


2by — 2ax + 1=0. 


Para hacer variar el círculo podemos hacer variar a a y a b para obte- 
ner “casi cualquier” recta: el único tipo que no se puede obtener es 
una recta que pase por el origen, puesto que nunca podemos obtener 
una ecuación de la forma 


cy + dx =0. 
¡No hay forma de deshacernos del 1! Así, sabemos que 


$ (cualquier recta que no pase por el origen) = un círculo que 
pasa por el origen. 


Pero ya hemos mostrado que (ejercicio 1, parte (i)) 


$ (cualquier recta que pase por el origen) = alguna recta que 
pasa por el origen. 
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Solución 1 


Solución 2 


(Obsérvese de nuevo el papel importante que tiene el origen.) Esto nos 
cubre todas las posibles imágenes de rectas y círculos, y vimos que la 
imagen es siempre una recta o un círculo. Es decir, el conjunto de rec- 
tas y círculos es invariante por $. Esto completa la investigación de 
$, 


Ahora regresamos a la composición de funciones complejas, con el fin 
de expresar la función bilineal general como composición de funciones 
más simples y más comunes. 


29.3.2 Composición de funciones complejas 


Combinamos funciones complejas de igual forma como lo hicimos con 
funciones reales. Por ejemplo, si 


a 2 2 (26 C) 
y 
Quiz +32 (ze C) 
entonces 
f+g:2—>42+2 (26 C). 
También 
For: —>3z 4 2 (26 C) 
y 


gof:z——>3(z + 2) (ze C). 


Algunas veces es muy útil cuando consideramos funciones aparente- 
mente complicadas, expresarlas como composición de dos o más fun- 
ciones más simples. 


Miremos el ejemplo 


z+3 


EA 
z+1 


(zeC,z* —1). 


El primer paso podría ser simplificar la función a 


Piz—> 1 + (z6C,z* —1). 


2+1 


Ahora pensamos en un proceso simple que nos permita calcular F (2) 
para cualquier complejo z 4 —1. Un diagrama de flujo nos representa 
el proceso de cálculo y se da en la página siguiente. 


25 


MB 29.3.1/29.3.2 


29.3.2 


Tema principal 
hh + 


MB 29.3.2 


PRIN- 
CIPIO 


ENTRADA z 


Notación en aplicaciones 


Ze=_z 41 


N 


z—>t +. 2 


Este proceso es equivalente a la composición de las funciones 


fii—z+l (ze C), 
2 
8:12 > (ze C,z 40). 


Vemos que 


F=fsgf 
Supuesto que ahora tomamos un conjunto particular en el dominio de 
F e intentamos encontrar su imagen. Por ejemplo, calculemos la imagen 
del círculo [z: |z| = 1|/. Claramente debemos omitir el punto (— 1, 0) 
del conjunto, ya que este punto no pertenece al dominio de F. (En el 
diagrama este punto no se puede suprimir, ya que no podemos hacer 
un “hueco” con un único punto.) 
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codominio 


Primero hacemos la traslación f, que simplemente mueve el círculo una 
unidad a la derecha. Ahora tomamos un nuevo círculo que esté en el 
dominio de g. (Obsérvese que esta vez se omite del círculo el punto 
(0, 0).) La función g puede considerarse como la compuesta g2 0 81, 
donde 


1 
da Y Liz 2%, 


Por estudios anteriores sabemos lo que ocurre con la función ió 


El círculo que pasa por el origen se trasforma en la recta de ecuación 
2by — 2ax+1=0, 


donde (a, b) son las coordenadas cartesianas del centro del círculo. 
En este caso el centro es (1, 0) y así la recta imagen tiene por ecuación 


-=2x+1=0. 


Esta es una recta paralela al eje imaginario que pasa por (3, 0). Esta 
recta se trasforma por 2 -—> 22, a una recta al doble de distancia del 
origen. Así, la imagen de la recta es la recta con ecuación 


x=1, 


función g ; 
dominio codominio 


El siguiente paso es encontrar la imagen de esta recta por la función 
f. Como f: 2-—1 + 2, simplemente sumamos 1 a cada elemento 
del dominio y entonces la recta se mueve una unidad a la derecha. 


la 
función f' 


codominio 
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Podemos ver que la función original F = fogof trasforma un círcu- 
lo de radio 1 y centro en el origen a una recta paralela al eje y que 
pasa por el punto (2, 0). 


y la 
= función F 
dominio 
Ejercicio 1 Ejercicio 1 
(3 minutos) 
Encontrar la imagen del círculo fz: Iz| = 1] por las funciones: 
: 3z 
(1) ds pu (zeC,z Xx 1) 
se 3z 
(11) G:z——> == (eE, z 1) 
E 3z qe 
(11) A :z—— => (zeC,z +1) |] 
2=L 2 
29.3.3 La función bilineal 29.3.3 
La función Tema principal 
* * 
a (rec. 4) 
cz +d Cc 


donde a, b, c, d son números complejos y ad — bc 0 se llama fun- 
ción bilineal. Usted podrá preguntarse por qué insistimos en que ad — 
az +b 


+d 


bc A 0. La respuesta es simple: si ad — bc = 0, entonces 
es una constante o no tiene significado. 


Si ad — bc =0 y bd 0, entonces 


que significa que 


az+b_cz+d 


b d 


así que 


b 
En otras palabras, todo punto z se trasforma en el punto q 
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Si ad — bc =0 y bd = 0, entonces 


b=d=0=2—*; 


b=0d*0=>z-—0 (ya que a = 0); 
b40,d=0=la función no está definida (ya que c = 0). 


Claramente deseamos asegurar desde un principio que no tenemos fun- 
ciones varios a uno. 


La propiedad importante de la función bilineal es ser la función más 
general que se puede obtener por composición de funciones elementa- 
les. 


(1) z—>z +20 (ze C) 
(11) z=——>el*z a real (mE) 
(111) z——kz k real (ze C) 


(iv) z——- 
z 


(et. 40% 


Esto no es difícil demostrar, porque si c = 0, entonces la función se 
reduce a 
b 


a 
LAA 


d d (z e C), 


y esta es claramente una composición de las funciones (i), (ii) y (iii). 
(Obsérvese que d no puede ser también cero, porque entonces ad — 
bc =0.) 


De otra parte, si c 4 0 podemos reordenar los términos en la expre- 
sión que nos da la imagen por la función para obtener. 


a  fad— bc 1 
A y 
C C lle 35 3 


Vemos que la función bilineal es la compuesta de las funciones 


E 67 


zz +d 


(en el mismo orden) 


Podemos mostrar que si tomamos la compuesta de algunas de las fun- 
ciones 


(Mez=>Z + Zo 
(1i) z—>e**z 
(111) 2+>Kz 

1 
(iv) z——-— 
z 
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(continúa en la página 31) 


fa 2 = 1, 


E 


A 


a” 


hz + 2, 

kez==>32, 
entonces 

F = koh ag of. 


En un diagrama tenemos: 


a 


(ii) Si 
GEAR=>2 +2, : 
entonces 
G=qeF. 


En un diagrama tenemos: 


A TI AS O ANTE NINA AGLADA 
13 INTA , ANTEATE RENTENI AREA AT AO IT 


a 
E 

po 

de 

eS (iii) Si 

EE sziz  tin—2-1, 

E ; entonces 

ER H=>sato E. : 
ES. En un diagrama tenemos: 


AR] 
A 


o A 


+ 
toF s 


entonces siempre obtenemos una función bilineal (a condición de no 
usar (iii) con k = 0). 
az+b 


cz+d 
entonces ad — bc AX 0. Dejamos esto para que usted lo verifique. 


Necesitamos asegurar que si z-—> es la función compuesta, 


En general, si un conjunto es invariante por una función f y también 
es invariante por una función g, entonces también es invariante por 
las funciones fo g, go f. 


Mostramos que el conjunto de todos los círculos y rectas son invarian- 
tes por cada una de las funciones 
1 


z=—> kz y 2h *= 
z 
y como la función bilineal es la compuesta de algunas de esas funcio- 


nes, entonces ] 


2 E Los zZH—> el ¿ 


, 


el conjunto de círculos y rectas es invariante por la función bi- 
lineal. 


Ejercicio 1 


Encontrar la función inversa de cada una de las cuatro funciones ele- 
mentales. (Usted debe verificar en primer lugar que las funciones son 
uno a uno, es decir, que tienen inversa.) | 


Ejercicio 2 

(i) Si T, y T2 son funciones bilineales, demostrar que T, o Ta es 
una función bilineal. 

(ii) Si T es bilineal, demostrar que la inversa es una función bilineal. 


Hay muchas más propiedades de la función bilineal pero no hay tiem- 
po para estudiarlas en el curso básico. Si usted está interesado puede 
ver el libro Complex Variables and Applications de R. V. Churchill 
(McGraw-Hill, 1960). 


31 


MB 29.3.3 


(continuación de la página 29) 


Ejercicio 1 
(4 minutos) 


Ejercicio 2 
(5 minutos) 


Solución 1 
La inversa de 

AL Zo (ze C) 
es 

ZH—>2 — Zo (ze C). 
La inversa de 

z¿— ez a real (ze C) 
es 

¿ela —g real (ze C). 


La inversa de 


KZ k real, kx 0  (zeC) 
es 
1 
21 k real, kx 0  (zeC) 
La función 
1 
OA (zEC,z 40) 


es su inversa. 


Vemos que la inversa de cada función elemental es una función de la 
misma forma. | 


Solución 2 


(i) T, T2 son compuestas de funciones elementales 
Z>2 + Zo, z¿—etz, 2H kz y  z2u->, 
z 


lo que también es verdad para T, + T¿, que debe ser una función 
bilineal. 


(ii) Supuesto que T es la compuesta de las funciones U;, Uz, ..., Un, 
tomadas entre las funciones elementales, así que 


T= U,oU,o-»+0U,,. 
Como cada una de las funciones U es uno a uno, la inversa es 
e A A 


Si U es una de las cuatro funciones elementales, lo es también 
U-! y así T-' es la compuesta de funciones elementales y por 
tanto debe ser una función bilineal. a 
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Solución 1 


Solución 2 


29.4 ALGUNAS FUNCIONES ESPECIALES 


29.4.0 Introducción 


En esta sección intentamos examinar el comportamiento de una o dos 
funciones en particular. Es de gran ayuda para un matemático aplicado 
tener información sobre funciones particulares, puesto que su habilidad 
para encontrar la solución a un problema particular, puede depender 
de su habilidad para encontrar una función que reduce una figura 
complicada en el dominio a una figura simple (usualmente un círculo) 
en el codominio. Esta estrategia es esencial para trasformar una situa- 
ción complicada a una más simple. 


Hay un importante teorema de existencia, debido a Riemann que, a 
grandes rasgos establece que podemos siempre trasformar una región 
con una frontera apropiada a un disco (la región acotada por un círcu- 
lo) usando una función compleja apropiada. Desafortunadamente este 
teorema nos dice que tal función existe, pero no cómo construirla y pa- 
ra la mayoría de los propósitos prácticos, nos vemos forzados a nues- 
tra acumulación de experiencia. 


En la Sección 29.4 consideraremos tres funciones especiales. Si usted 
esta corto de tiempo puede pasar a la Sección 29.4.3 y dar a las Sec- 
ciones 29.4.1 y 29.4.2 una rápida leída. Parte de la última sección se 
estudiará en el programa de televisión asociado a esta unidad. 


29.4.1 La función exponencial 
Definimos la función exponencial compleja 
ZH——>eXpZ 


en la Sección 29.1. Si llamamos w a la imagen de 2 y (p, $) son las coor- 
denadas polares de w, entonces 


w = pícos $ + i¡seng) 


= pel? 


dominio codominio 
Pero 
oso e" 
así que 
p=e* 
pe 
et=e 
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29.4 


29.4.0 


Introducción 
Rh * 


Bernhard Riemann 
1826 — 1866 
(Colección Mansell) 


29.4.1 


Discusión 
* 


MB 29.4.1 


Consideremos ahora la imagen de una franja paralela al eje de x en el 
z-plano, determinada por: 


iz:y€ly1,y2),0 < y, <y¿< 21). 


Si tomamos el valor de ¿4 como Arg w, es decir $ E [0, 2r[, entonces 
se sigue de 


elo = e» 


que 


Como 


y Ely, 2), 


tenemos 


dely,, ya), 
que es una restricción para los valores w que corresponden a la franja 
horizontal en el 2-plano. 


El conjunto |w: 4 E [y;, y2] | tiene forma de cuña con la punta en 
el origen y el ángulo de la punta yz — y1. 


La función exponencial 
zH>» el 


dominio codominio 


Si admitimos que la franja horizontal tenga una anchura de 2r (exclu- 
yendo a 27 pero incluyendo al 0) se trasformará en todo el w-plano. 


dominio codominio 
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Si trasformamos la franja horizontal 
([z: y e (27, 41[) 


(también de anchura 27) la imagen es de nuevo todo el w-plano. 


dominio codominio 


También es interesante observar qué pasa.al trasformar por la función 
exponencial una franja paralela al eje y. Supuesto que tenemos el 
conjunto 


[z:x € [x,, x2)) 


en el dominio, entonces usando coordenadas polares (p, $) en el co- 
dominio tenemos 


p=e", 
y el conjunto correspondiente en el w-plano es 
£w:pe[e*, e*?]). 


(Obsérvese que usamos el hecho de que si x2 > x,, entonces e”? > 
e*!: si duda, vea el gráfico de la función exponencial real en la pági- 
na 57 de la Unidad 7, Sucesiones y límites 1.) 


Como p = |w| es el anillo comprendido entre los círculos de centro 
en el origen y radio e* y e”, 


dominio codominio 


Pero nuestro estudio aún no es completo, encontramos la imagen del 
conjunto [2: x E [x1, x2] |, pero existe otra consideración impor- 
tante. Supuesto que un punto sobre la recta x = x¡ parte del eje 
x y se mueve sobre la línea y hacia arriba (en dirección al eje positivo 
y). ¿Cuál es el lugar geométrico de los puntos imagen del w-plano y 
cómo se mueven los puntos correspondientes? 
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De la discusión anterior podemos ver fácilmente que el lugar geomé- 
trico en el w-plano es el círculo p = |w| = e*!, pero ¿cómo se mueven 
los puntos correspondientes sobre este círculo? 


dominio codominio 


Como y crece de 0 a 2r, entonces $ = Argw = y crece de 0 a 2r y el 
punto imagen recorre todo el círculo del w-plano. En efecto, el punto 
imagen w da una vuelta al círculo por cada intervalo de longitud de 27 
sobre la recta. 


La función 2 ——>expz es de varios a uno con violencia: un número 
infinito de puntos en el dominio se trasforma en cada punto del codo- 
minio. 


Ejercicio 1 


(i) Encontrar el conjunto de elementos que se trasforma en e”, 
x; ER, por la función 


ZH——>eXp Z. 
(ii) Encontrar el conjunto de elementos que se trasforma en e*el?, 
por la función 


ZA>AEXp iz 


29.4.2 La función de Joukowski 


La función 
1 
e (zEeC,2%0) 


es una de las funciones clásicas del análisis complejo y por la mayoría 
de los matemáticos es asociada con el alerón de Joukowski. En este 
texto solo tendremos tiempo para discutir la trasformación de un círcu- 
lo con centro en el origen en una elipse, pero algunas otras figuras que 
se pueden obtener de círculos en el dominio se muestran en el progra- 
ma de televisión y en los comentarios de televisión se reproducen. Us- 
ted puede encontrar una buena discusión de esta función en el libro 
de Budden (véase bibliografía) si desea estudios adicionales. 


Todo círculo con centro en el origen se trasforma en una elipse por la 
función de Joukowski con la excepción del caso interesante del círculo 
de radio 1 (véase el ejercicio 1), esta propiedad de la función de Jou- 
kowski se menciona en el programa de televisión en conexión con el 
diseño de aeromodelos. 
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Ejercicio 1 
(4 minutos) 


29.4.2 


Discusión 
* * 


MB 29.4.2 


Consideremos el círculo 
íz:l2] = 2] 


en el dominio, y como antes sea w = u + lv la imagen de z, así que 


W=zZ+-, 
- z 
En el círculo [|2: |z| =2| tenemos 
z=2e", 
de donde 
1 Si 
=> je”, 
Se sigue que 
W=z+-= 
z 
= 26% + je” 


= 2(cos 0 + ¡sen0) + 3(cos O — ¡sen0) 
= (2 + 5)cos 0 + í(2 — 3)sen0. 


Podemos ver que 


u=53%c0s0 
y 
v=3sen0, 
y entonces 
O 
23) 9 Ñ 


que es la ecuación de una elipse con semieje mayor y semieje menor 
de longitudes j y 3, respectivamente. 


dominio codominio 


Ejercicio 1 Ejercicio 1 
Pr (3 minutos) 
¿Cuál es la imagen del círculo 
(e:lal =1) 
por la función de Joukowski? A 
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Solución 29.4.1.1 Solución 29.4.1.1 
(i) Si 2 = x + ly, entonces 
et 
así que 
eve” = e*(cos 2nx + isen2nn). 
Se sigue que 


x=X1 


y = 2nx (ne Z). 
(ii) Si z = x + ly, entonces 


exetY e eneió, 


así que 
X=X, 
y 
y =0Q + 2nx (neZ). a 
Solución 1 Solución 1 
En el círculo (2: |2| = 1| tenemos 
z=e%, 
de donde | 
bal 
z 


se sigue que (en la notación usual) 
w=e0 4 e 


= (cos 0 + ¡sen0) + (cos O — ¡sen0) 


= 2co0s0. 
así 
=Zeos0 y «0=0, 
Cuando 
6 crece de0a rr, 
u decrece de 2 a —2; 
cuando 
6 crece de ra 2r, 
u crece de —2a 2. 
Vemos que la imagen del círculo (2: |z| = 1/ es el intervalo real 


[—2, 2]. (w recorre este intervalo dos veces (una en cada dirección) 
cuando 2 recorre una vez el círculo.) 
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29.4.3 La función “cuadrado” 


En la Sección 29.2.1 ya mencionamos algunas de las propiedades de la 
función “cuadrado”, pero en esta sección la estudiaremos con más de- 
talle, en preparación a la última sección del texto. 


Empezamos calculando la imagen del círculo (2: |z| = 1| por la fun- 
ción “cuadrado” 

2H 2? (50) 
La restricción |z| = 1 sobre los valores de 2 en el dominio es equiva- 


lente a la restricción 


ld?=1 o |? =] 
Si w = 2?, entonces la restricción correspondiente sobre los valores 
de w es 

|w] = 1. 
El conjunto imagen es entonces el círculo (w: |w| = 14. 


Pero, esto no es todo. Como vimos en la Sección 29.2.1, un semicírculo 
en la mitad superior del dominio, también se trasforma en un círculo 
en el codominio. 


dominio codominio 


Este estado del problema puede parecer un poco raro, y verdaderamen- 
te lo es. Todo se basa en que la función “cuadrado” es varios a uno. 
Podemos ver más claramente qué está pasando si usamos coordena- 
das polares. 


Conocemos que la función “cuadrado” puede ser representada en co- 
ordenadas polares por 


(r, 0) —> (r?, 20) (1,0) e Ri x R), 


así que el argumento de los puntos en el codominio es el doble del ar- 
gumento de los puntos del dominio. 


Cuando 2 se mueve alrededor del círculo en el dominio en el sentido 
del movimiento de las agujas del reloj, w se mueve dos veces alrededor 
del círculo en el codominio, también en el sentido del movimiento de 
las agujas del reloj. 


Para comprender mejor la función examinemos el comportamiento de 
las coordenadas polares correspondientes. Si (p, $) son las coorde- 
nadas polares en el codominio, entonces 


(p, p) = (1, 26). 
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Tema principal 
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Si restringimos los valores de 09 al intervalo de 0 a 21, esto implicará 
que q estará entre 0 y 47. Esto se puede mostrar más claramente si 
asignamos una hoja para las coordenadas polares del dominio y dos 
hojas para las coordenadas del codominio. 


O<p$<2r1 


21m <g<4rT 
dominio codominio 


Cuando un punto traza un semicírculo en el semiplano superior del do- 
minio, obtenemos un círculo en la hoja superior del codominio. 


"A NS 


dominio codominio 


Si el punto continúa trazando un semicírculo en el semiplano inferior 
del dominio, obtenemos un círculo en la hoja inferior del codominio. 


—. == 


dominio codominio 


Esta representación tiene ventajas cuando, en la siguiente sección, 
discutamos algunas aplicaciones inversas. 


Ejercicio 1 Ejercicio 1 
N En (3 minutos) 
Mostrar que la imagen de la recta x = a la > 0) por la función “cua- 


drado” 
¿2? (ze C) 


es una parábola. Si un punto recorre la recta en dirección al eje posi- 


tivo de las y, ¿cómo se mueven los puntos de la imagen? ha] 

Hay otra propiedad interesante de la función “cuadrado” y es el efec- Discusión 
to que produce sobre curvas en el dominio que pasan por el origen. Por *o* 
ejemplo, consideremos el círculo [z: |z —1] = 1| con centro en (1, 0) 

y radio 1. 
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En este caso es mejor especificar el círculo usando coordenadas pola- 


res. 
len 0):r =2c0s0,0€ Ed 


Esta restricción de los valores de r y 9 es equivalente a 
r? = 4cos?0 Be nn : 

27 
Si llamamos (p, $) las coordenadas polares en el codominio, entonces 


p =r? =4c08s*0 


$ = 20. 


Si de las dos ecuaciones anteriores eliminamos a 0, obtenemos la 
restricción correspondiente para los valores de p y 4: 


p=- 4cos|$) 


que se simplifica a (Véase RB10) 


p = 2(1 + cos f). 


Además, tenemos la restricción 6 E (53 Vd So entonces 
¿$ E [—r, r]. La imagen del círculo es entonces el conjunto de núme- 
ros complejos con coordenadas polares en el conjunto 


(o, $): p = A1 + cos p), pe[—r, 1]. 
El conjunto de ecuación 
p =2(1 + cos p) 


se llama cardioide. 


Ejercicio 2 Ejercicio 2 
p , er EN en (3 minutos) 
Cuando un punto recorre el círculo en dirección igual al movimiento de 


las agujas del reloj, ¿cómo se mueve el punto correspondiente en la 
cardioide? 


(¿Se recorre dos veces la cardioide?) o 
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Solución 1 


Sea w =u + iv la variable en el codominio; entonces * 


wW=zZ 
y 
u + iv =(x + iy)? 
= x? — y? + 2ixy, 
así que 
y=x?- y, 
y 
v = 2xy 


En la recta x = a del dominio, se tiene 


v = 2ay. 


Si eliminamos y de las dos ecuaciones anteriores, obtenemos 


pa 


por tanto el conjunto imagen es la parábola 


(w:0? = 4aY(a? — u)). 


dominio codominio 


Cuando y es grande y negativo, u y v son a la vez grandes y negativos. 
Cuando el punto en el dominio se mueve hacia arriba sobre la recta 
el punto en la imagen se mueve a lo largo de la rama inferior de la pa- 
rábola hasta llegar al vértice y continuar a la rama superior. 


El punto imagen corta el eje imaginario cuando el punto en el domi- 
nio pasa por (a, —a) y (a, a), y corta el eje real en el vértice de la pa- 
rábola cuando el punto en el dominio corta el eje real. a 


Solución 


Ya que $ = 20, se sabe que 0 varía de == a 7 y 6 varía de —r a 


T. Los puntos en la imagen recorren la cardioide una vez y en la mis- 
ma dirección. Lo 
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Solución 1 


Solución 2 
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29.5 LA APLICACION RAIZ n-ésima 29.5 
29.5.1 Raíces cuadradas 29.5.1 
En la Unidad 27, Números complejos I, nos interesamos en encontrar Tema principal 
las soluciones de la ecuación . e 
2? =-1, 


y encontramos que ¿ y —i son las “raíces cuadradas” de — 1. ¿Cómo 
podemos ahora calcular las raíces cuadradas de un número complejo 
arbitrario? 


Ensayemos la forma más obvia. Supuesto que tenemos un número 
complejo 20 = xo + lyo y deseamos encontrar sus raíces cuadradas, 
es decir, resolver la ecuación 


Pio 


esto es, 


(x + iy)? = xo + iYo, 


x? — y? + 2ixy = Xo + io. 


Igualando parte real y parte imaginaria, obtenemos las ecuaciones si.- 
multáneas 


x*—y=xo 
2xy = yo. 


De la segunda ecuación podemos determinar a x, es decir, 


x=? 
2y 
y sustituyendo en la primera ecuación obtenemos 
2 
A 
4y? o 
es decir, 


4y* + 4xpy? — y3 =0. 


Esta es una ecuación cuadrática en y?, que podemos resolver fácil- 
mente y obtendremos, en general, cuatro* valores de y, y por tanto 
cuatro valores correspondientes de x. El resultado es entonces cuatro 
números complejos como candidatos para raíces cuadradas de zo. 


Vemos que esta técnica no solamente es poco elegante sino que produ- 
ce cuatro números donde se esperan únicamente dos. Las dos “solu- 
ciones” adicionales aparecen cuando se eleva al cuadrado la expresión 
que da a x en términos de y. . 


*Usando la fórmula pára la solución de una ecuación cuadrática, obtenemos 
2 = xo + Xi + yo, 
y como /x¿ + y¿ > /x¿ =|xol, la solución aparente 
2y?= xo — Vx 5 + y 50 


no es solución, ya que y es real y así y? no puede ser negativo. 
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Esta conclusión nos asegura que esta forma de cálculo no es la mejor 
y debemos buscar una más apropiada. Esto es más claro si se ensaya 
a calcular raíces cúbicas. 


La respuesta se logra regresando a la definición de multiplicación en 
coordenadas polares. Supuesto que 2o tiene coordenadas polares 
(r, 0); entonces debemos calcular un número complejo w, con coor- 
denadas polares (p, $) tal que 


wi = zp. 
Las coordenadas polares de w3 son (p?, 24) y entonces 


(p?, 24) = (r, 6). 


de donde se concluye que* 
0 


a , 0 
y entonces el número complejo con coordenadas polares yr, es una 
raíz cuadrada de 20. 


Encontramos solamente una raíz cuadrada, pero después del siguiente 
ejercicio discutiremos una forma simple de obtener la segunda. 


Ejercicio 1 


Encontrar las coordenadas polares del número complejo 1 + i V3, 
y luego obtener una de sus raíces cuadradas. 5 


La razón por la cual solamente hemos logrado una raíz cuadrada es 
que de la ecuación 
wi = Zo 


hemos obtenido 


(p?, 24) = (7, 6), 


lo que no está completamente justificado. Sabemos que la representa- 
ción en coordenadas polares de un número complejo no es única, y por 
tanto cambiará la expresión de la ecuación, y debemos por lo menos 
verificar que 0 se escoge de tal manera que los valores de $ cubran 
todas las soluciones para wo. En efecto la falta de unicidad que has- 
ta ahora solamente nos ha causado molestias puede ser usada en este 
tema. 


Supuesto que 0 = Argzo; entonces una solución de wj = zo pue- 
de ser obtenida 


(p?, 24) = (r, 6). 


Pero también podemos escoger 0 + 2kr (k E Z), en lugar de $. Si 
por ejemplo tomamos 0 + 27, obtenemos 


(p?, 2p) = (r, 0 + 21) 


de donde: 
$ z $ 
==: T. 
2 
* Cuando escribimos p = Vr tomamos la raíz cuadrada positiva, ya que p = |wo| es 
positivo. 
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Ejercicio 1 
(3 minutos) 


Tema principal 
k *x $ 


Entonces obtenemos dos soluciones 
le) 0 
[Vas] y [vaz+x 


que representan dos números complejos diferentes. Ahora miraremos 
esto en términos del ejemplo numérico del ejercicio anterior. 


T 
En este ejercicio 1 + ¡V3 tiene coordenadas polares (2.3). pero 


Tr 
también tiene por coordenadas polares p 5) En efecto, los elementos 
de cualquiera de los pares 


pe 4 24n] (keZ) 
son coordenadas polares del número complejo 1 + ¡ V3. 


Si ahora calculamos las raíces cuadradas, encontramos que sus coor- 
denadas polares son 


(Vas 2 ta] (ke Z). 


Observamos que hemos llegado a un caso opuesto, en lugar de obtener 
solamente una raíz cuadrada nos aparece un número infinito. Oportu- 
namente todo está bien, porque si calculamos los números complejos 
correspondientes obtenemos el conjunto de elementos de la forma 


2 cos E + ha +1 2seni: + ta (ke Z), 


y este conjunto contiene únicamente dos elementos diferentes, que co- 
rresponden a k =0 y k = 1, es decir, 


YB + i =v4/3 1 
E 


No es difícil ver que esto es así. Si, por ejemplo k = 2, entonces el 


P T y > E a 
ángulo es 6 + 27 que nos da el mismo número complejo obtenido 


cuando k = 0. En general, para cualquier k, k + 2 y k dan el'mismo 
número complejo. 


Ejercicio 2 
Calcular las raíces cuadradas de V2 + ¡ V2. 7] 


La aplicación inversa de la función “cuadrado” la llamaremos aplica- 
ción “raíz cuadrada”. Esta aplicación no es una función puesto que es 
uno a varios. Para comprender el comportamiento de la aplicación 
“raíz cuadrada” es muy útil recordar los resultados obtenidos para la 
función “cuadrado”. 

La función “cuadrado” trasforma el conjunto | (r, 9): 0 <0e< 27) en 
el conjunto ((r?, 20): 0 < 9 < 2r]. 


la función cuadrado 
dominio codominio 
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Ejercicio 2 
(3 minutos) 


Discusión 
E 


(continúa en la página 46) 
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Solución 1 Solución 1 


1+1/3 


El número complejo 1 + ¡ V3 tiene coordenadas polares (2.3): se 


, T 
sigue que el número complejo con coordenadas polares y? es la 


raíz cuadrada de 1 + ¡ V3. Si wo es la raíz cuadrada, entonces 
T T 
Wo = y/2 cos + 1¿/2senz 


6 
% 
= e 2x3 


3H i 
72 j m 
Solución 2 Solución 2 


V2 + ¡V2 tiene coordenadas polares [5 + 2) (k E Z). Las 


raíces cuadradas de V2 + ¡ V2 tienen coordenadas polares 


(Va; + tn) (ke Z), 
y existen dos raíces cuadradas diferentes 


y 2er) y ya, | a 


(continuación de la página 45) 


Si introducimos la aplicación p varios a uno de las coordenadas pola- 
res a las correspondientes coordenadas cartesianas: 


p:(r, 0) —— (x, y), 


tenemos 
Dominio Codominio 
cuadrado 
———————— 
(x, y) (u, v) 
inversa Pp 


cuadrado 


(r, 0 + 2k1) —————> (r?, 20 + 4kn) 
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Si introducimos todos los valores del argumento de un número com- 
plejo en particular, y usamos diferentes hojas para cada intervalo 
2kr < 06 < 2 (k + 1)r, obtenemos el diagrama. 


inversa 
p 


e — 


dominio codominio 


DU 
— 


10r308<12m 


14n30<16n 


Para encontrar el cuadrado de un número complejo usando coordena- 
das polares debemos hacer las siguientes operaciones: 


(i) expresar el número complejo en coordenadas polares; 
(1i) elevarlo al cuadrado; 
(iii) convertir las coordenadas polares a un número complejo, 


En otras palabras debemos calcular la aplicación compuesta 


p + (cuadrado) e» (inversa de p). 


Del diagrama podemos ver que este proceso trasforma dos puntos en el 
dominio en un punto en el codominio. Para producir la imagen de un 
número complejo en particular solamente necesitamos tomar valores 
de 0 en la hoja correspondiente a 0 < 6 < 2”. Pensemos ahora qué 
pasa si procedemos en este diagrama en dirección inversa como nece- 
sitamos para construir la aplicación “raíz cuadrada”. Para obtener las 
dos raíces cuadradas de un número complejo necesitamos dos hojas 
adyacentes para las coordenadas polares, por ejemplo, las dos hojas 
adyacentes correspondientes a 


0<0<2xr y 2n<0<án. 


inversa 
[>] 


dominio codominio 


El valor de 0 entre 0 y 27 da una raíz cuadrada y el valor de 9 en- 
tre 27 y 4r da el otro. No necesitamos tomar más de los posibles va- 
lores de 0, puesto que simplemente encontraremos raíces repetidas. 
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29.5.2 Raices n-ésimas 


Para calcular la raíz n-ésima de un número complejo, solamente nece- 
sitamos seguir el criterio que encontramos para la raíz cuadrada. Si 
el número complejo zo tiene Argzo = 0 y módulo r, entonces 27 está 
representado por (r, 9 + 2k) donde k € Z. 


Entonces las raíces n-ésimas de 2. son las soluciones wo de la ecua- 
ción 

wo = Zo- 
Si wo se representa por (p, $) entonces w¿ se representa por (p”, nd). 
De 

(p",np) = (r,0 + 2kn), 
obtenemos 


¿e pd pa 


de donde 


o [a a] 
W=r ei E ró: EES y 


Tomando n valores sucesivos para k, producimos el número correcto 
de raíces n-ésimas: tomando valores adicionales para k encontramos 
valores repetidos. Es conveniente tomar k =0,1,...,n—1. 


(keZ), 


Ejercicio 1 


(i) Calcular los valores de (1 + 1)'%. 
(ii) Calcular los valores de (1 + 1)?%. 7] 


Ejercicio 2 


Resolver la ecuación 


25 = (1 — 2). El 


Ejercicio 3 (Opcional) 
Mostrar que todas las raíces de la ecuación 
(z + ¡)? = (2 — ¡)? 


son reales. 


(SUGERENCIA: Hay una forma rápida de hacerlo) nl 
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Tema principal 
* 


Ejercicio 1 
(3 minutos) 


Ejercicio 2 
(5 minutos) 


Ejercicio 3 
(5 minutos) 


29.6 CONCLUSION 


En este texto estudiamos algunas nociones de funciones complejas. 
Vimos cómo se extiende la definición de la función exponencial real 
a la función exponencial compleja, también hablamos un poco de algu- 
nas funciones especiales. En particular, discutimos la función bilineal 
y mostramos que el conjunto de círculos y rectas es invariante por 
una función bilineal. Cuando discutimos la función “cuadrado” vi- 
mos que el semiplano superior del z-plano corresponde a todo el w-pla- 
no, ya que el argumento de cada punto en el codominio es el doble del 
punto en el dominio. 


En la Sección 29.5 discutimos las raíces n-ésimas de un número com- 
plejo. Comenzamos discutiendo la aplicación “raíz cuadrada” que es 
la inversa de la función “cuadrado”. Vimos que un número complejo 
a, tiene dos raíces cuadradas, es decir, una ecuación de la forma 


2=—a =0 


tiene dos raíces complejas. Cuando consideramos la aplicación raíz 
n-ésima, vimos que una ecuación de la forma 


2 — £=/0 (n > 1) 
tiene n raíces complejas. 


Hay un teorema importante, conocido como el Teorema fundamental 
del álgebra, que afirma que toda ecuación polinómica de la forma 


42" + 0-12 4 +aiz2+a9=0  (n>1) 


donde as, 41, ...,4r, € C y a, 4 0, tiene al menos una raíz compleja. 
La demostración de este teorema se escapa al alcance de este curso 
básico pero si asumimos este resultado, podemos indicar una demos- 
tración del siguiente teorema. 


CONJETURA 
Toda ecuación polinómica de la forma 
4,2" + 49/12 *+---+a12+4¿=0 n>1, 


donde ay, a1, ...,an E C y a, % 0, tiene a lo más n raíces comple- 
jas. 


Este resultado se puede establecer como sigue (véase la Unidad 17, 
Sección 17.2.3). 


“DEMOSTRACION” POR INDUCCION MATEMATICA 
PRIMER PASO 
Consideramos el caso n = 1. 


La ecuación 


az +a¿=0 (a, 40) 
tiene una sola raíz compleja, 
% 
a, 
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Tema principal 
E 


(continúa en la página 51) 


Solución 29.5.2.1 
(i) (1 += Vasos l + 2 + sen + 2) (keZ), 


así, usando la fórmula del texto, los cinco valores de (1 + 1)? son 


>k 
+ ¡sen +75) (k =0,1,2,3,4) 


20 3 


210/cos |, + 2d 20 5 


(ii) Similarmente, los cinco valores de (1 + 1)? son 
di TT 4kx Ñ mn  4kx 
2*Plcos rra + ise += 


=0,1,2,3,4). NM 
5 10 e] (k 0,132,3,:4) 


Solución 29.5.2.2 


Necesitamos resolver la ecuación 


z 5 
(4) =1 fExu 
Si 


entonces las raíces de la ecuación w? = 1 son 


e 8im/5 


2in/5 4in/S 6ir/S 
, > e > e 


le 


Si w, es una raíz de w?* = 1, entonces 


donde z, es una raíz de la ecuación original. Resolviendo para z, ob- 
tenemos 


Wi 


14 wi 


” 


e! 


Las raíces de la ecuación original son 


8i(n/5) 
1 e e e e E 


ae 1 8 e24m/5)> 1 8 etir/5)> 1 E eciri5) 1 qa e3ir/5)" 


2i(m/5) 4i(m/5) 6i(n/5) 


Solución 29.5.2.3 


Si 
(2 + 1)? = (2 - ¿y 
entonces 
[z + 4% = |2z — 48, 
así que 
lz + 4 =|2 — il. 


Todas las soluciones de la ecuación original están a igual distancia de 
los puntos que corresponden a los complejos —i e 1; en otras palabras, 
tales puntos están sobre el eje real. ld 
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Solución 29.5.2.1 


Solución 29.5.2.2 


Solución 29.5.2.3 


| MB 29.6 
SEGUNDO PASO = (continuación de la página 49) 
Asumimos que una ecuación de la forma 
bi + +biz+bo=0 (k > 1) 
donde bo,bi,...,b+ € C y br: 0, tiene a lo más k raíces complejas. 
Consideremos una ecuación de la forma 
ari a+ + az+09=0  (k+1>1), 


donde av, a, ...,4,,,€ C y a,,,0. Por el teorema fundamental del 
álgebra, esta ecuación tiene al menos una raíz compleja «a. Esto sig- 
nifica que podemos escribir la ecuación en la forma: 


(2 — a)(by2* +---+b,z + bo) =0, 


donde k> 1, bo,bi,,....br+ECybrx0 (ya que b, = a,,;). (No 
es necesario demostrar este paso, pues es una hipótesis en la demos- 
tración.) 


Ahora, la ecuación 
bii+---+bi2+b,=0 

tiene a lo más k raíces complejas, por tanto la ecuación 
ar a+ +42 4 d9=0 

tiene a lo más k + 1 raíces complejas. 


Es decir, si la conjetura es verdadera para k (k E Z*), entonces es 
verdadera para k + 1. Como es verdadera para k = 1, es verdade- 
ra para todo entero positivo n. 


La discusión de raíces n-ésimas y los ejemplos considerados en la Sec- 
ción 29.5 son ilustraciones de este importante teorema. 


La teoría de funciones complejas es tan extensa como la de funciones 
reales, aquí apenas la hemos tocado. Confiamos que hemos dado a us- 
ted un vistazo de algunas de las posibilidades de una materia que está 
catalogada como una de las más elegantes de la matemática. 
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M 100 — UNIDADES DEL CURSO BASICO DE MATEMATICAS 


Funciones 

Errores y exactitud 
Operaciones y morfismos 
Diferencias finitas 

NO HAY TEXTO 
Desiguales 

Sucesiones y límites 1 
Computación 1 

Integración 1 

10 NO HAY TEXTO 

11 Lógica 1 — Algebra de Boole 
12 Diferenciación 1 

13 Integración II 

14 Sucesiones y límites II 

15 Diferenciación II 

16 Probabilidad y estadística 1 
7 Lógica 11 — Prueba 

18 Probabilidad y estadística II 
19 Relaciones 

20 Computación II 

2 Probabilidad y estadística II 
22 Algebra lineal 

23 Algebra lineal 1I 

24 Ecuaciones diferenciales 1 
25 NO HAY TEXTO 

26 Algebra lineal II 

27 Números complejos 1 

28 Algebra lineal IV 
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- 29 Números complejos II 
30 Grupos 1 
31 Ecuaciones diferenciales II 


32 NO HAY TEXTO 

33 Grupos II 

34 Sistemas numéricos 

35 Topología 

36 Estructuras matemáticas 
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